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Abstract: Infinity Laplace equations, which derive from minimal Lipschitz extensions and absolutely minimal variational 

problems, have been widely applied in zero-sum tug-of-war game, optimal transport, shape deformation and so on. However, 

due to the quasi-linearity, extreme degeneration (non-degeneration only in the gradient direction) and non-divergence of the 

equations, it is difficult to define its classical or weak solutions. After introducing the idea of viscosity solutions, the theoretical 

research of infinite Laplace equations begin to develop. We study the boundary Hölder regularity of solutions for 

inhomogeneous normalized infinite Laplace equations on bounded domains. Main ideas are as follows: Firstly, we get bounded 

estimate of solutions through constructing barrier functions about super(sub)-solutions. Secondly, we use iterative method to 

approach the solutions of equations. Finally, we obtain regularity estimates near the boundary by calculating error between 

barrier functions and solutions of equations. This paper proves that the visvosity solutions of inhomogeneous normalized 

infinite Laplace equations are Hölder continious on Lipschitz boundary provided that the region boundary is Lipschitz 

continuous, the right inhomogeneous term is positive (negative) continuous and the boundary values are Hölder continuous. 

On the basis of our conclusion, the global Hölder regularity theory of the normalized infinite Laplace equations can be 

obtained combining with the internal regularity estimates. In addition, this method can be extended to the boundary estimates 

of the infinite fractional Laplace equations. 

Keywords: Normalized Infinity Laplace Equations, Boundary Regularity, Barrier Functions, Iterative Method 
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摘要：无穷Laplace方程起源于极小Lipschitz延拓和绝对极小变分问题，在二人零和博弈的争夺模型、图像处理、最优

传输问题、形变等问题中有广泛的应用。但由于方程的拟线性、极强的退化性(仅在梯度方向是非退化的)和非散度性，

导致无法给出方程的古典解或者弱解定义。在引入粘性解的思想后，无穷Laplace方程的理论研究开始发展起来。本文

研究了有界区域上非齐次规范无穷Laplace方程解在边界上的Hölder正则性。主要思想如下：首先构造方程上(下)解的

闸函数得到方程解的有界估计，然后利用迭代方法得到闸函数列来逼近方程的解，最后计算闸函数和方程解的误差得

到方程解在边界上的正则性估计。本文证明了当区域边界是Lipschitz连续、右端非齐次项是正(负)连续函数、边界值是

Hölder连续时，非齐次规范无穷Laplace方程的粘性解在Lipschitz边界上是Hölder连续的。在本结论的基础上结合内部正

则性估计可以得到规范无穷Laplace方程的全局正则性理论，另外本方法可以推广到分数阶无穷Laplace方程的边界估计。 
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1．引言 

关于无穷Laplace方程的研究最早起源于 L∞变分。上

世纪80年代开始，众多学者对含无穷Laplace算子的方程正

则性进行研究。关于齐次方程内部正则性，Aronsson证明

了无穷调和函数的正则性至多是 1,1/3C [1]，Bhattacharya用

和锥函数的比较性质证明了无穷调和函数的Harnack不等

式[2],Savin和Evans-Savin在中证明了二维无穷调和函数

的Cα 和 1,C α正则性[3-4]，Evans和Smart进一步研究了无

穷调和函数在任意维情况下的可微性[5]。关于齐次方程边

界正则性，洪探究了无穷调和函数的边界可微性[6]，王和

俞在文献利用和锥函数的比较性质给出了无穷调和函数

的边界正则性[7]，冯和洪研究了无穷调和函数逐点边界可

微性[8]。关于非齐次方程，Lingdren研究了非齐次无穷

Laplace方程边值问题解的可微性[9]。Rosset在用p-laplace

逼近的方法研究了非齐次无穷Laplace方程边值问题解凸

集上解的水平集的凸性及对称性[10]，洪探究了非齐次无

穷Laplace方程的边界可微性[11]，Mebrate和Mohammed

证明了非齐次Finsler无穷Laplace方程的Harnack不等式和

均值原理[12]，冯和洪研究了非齐次无穷Laplace方程在凸

区域的梯度估计和边界可微性[13]，Koch、张和周研究了

非齐次无穷Laplace方程在平面上的Sobolev正则性[14]。 

本文重点研究非齐次规范无穷Laplace方程解的边界

正则性。规范无穷Laplace算子的一般形式为 

( )
( )( ) ( )( )

2

2

2
mi x

2
n ma

1

,

,
N

D uDu Du
Du

D u

u x

x D u xλ λ
∞


∆ = 
 
 

    (1) 

其中 Du 表示 u的梯度， 2D u表示 u的Hessian矩阵。

无穷 Laplace算子形式为 ( ) 2 ,u x D uDu Du∞∆ = ，当

0Du ≠ 时， ( ) 0u x∞∆ = 和 ( ) 0Nu x∞∆ = 是等价的，但显然

( ) ( )u x f x∞∆ = 和 ( ) ( )Nu x f x∞∆ = 不是等价的。 

非齐次规范无穷Laplace方程的研究开始于Peter、

Schramm、Sheffield和Wilson。他们指出无穷规范Laplace

方程与二人零和博弈(tug-of-war)有着密切的关系，并通过

博弈论证明了方程解的存在性、唯一性以及比较原理[15]。

至于无穷规范方程的正则性，由于算子定义的奇异性和非

线性，研究仍处于起步阶段。Rahul Jain和Nagaraj用复分

析边界分布的方法给出Lipschitz连续Dirichlet边界条件下

无穷调和函数的 1,1/3C 正则性[16]。陆和王从PDE角度证明

了非齐次规范无穷Laplace方程 

( ) ( )
( ) ( )

,   ,

,        ,

N
u x f x x

u x g x x

∞∆ = ∈ Ω


= ∈ Ω
             (2) 

粘性解的存在性，唯一性和比较原理和解的Lipschitz

正则性[17]。Charro、Philippis、Castro和Maximo证明了方

程解的弱ABP估计[18]。特别的，当 ( ) ( )1, 0f x g x= = 时，

Graziano和Ilaria研究了Dirichlet问题 

( )
( )

1,   ,

0,          ,

N
u x x

u x x

∞−∆ = ∈ Ω


= ∈ ∂Ω
            (3) 

唯一解的正则性，他们证明了如果�局部半凸，那么�

处处可微[19]。蒋、刘和杨研究了含无穷Laplace算子的渗

流问题，建立了该问题严格正粘性解和非负粘性解关于时

间变量的Lipschitz估计[20]。由于受边界区域以及边界上

函数值的正则性的影响，边界正则性一直是研究的难点。

本文不同于洪[9]和Lindgren[11]中的方法，我们通过构造

闸函数的方法研究非齐次规范无穷Laplace方程 

( ) ( )
( ) ( )

,   ,

,          ,

N
u x f x x

u x g x x

∞−∆ = ∈ Ω


= ∈ ∂Ω
          (4) 

的边界正则性估计并得到以下结论： 

定理1.1假设 nRΩ ⊂ 为边界Lipschitz光滑的有界开区

域， u为方程(4)的粘性解。如果 ( ) ( ) ( )f x C x L∞∈ Ω∩ 满

足 ( ) ( )( )inf sup <f x f xΩ Ω> 0 0 ，边界值 ( ) ( )g x Cα∈ ∂Ω ，

则方程(4)的粘性解在边界上是Hölder连续的，且有 

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )L LC C
u C u g fβ α∞ ∞Ω Ω∂Ω ∂Ω≤ + + ，  (5) 

其中指数�依赖于�, �, �，�为Lipschitz常数。 

说明：(1)在证明过程中由于使用了比较原理，条件

( ) ( )( )inf sup <f x f xΩ Ω> 0 0 是必须的。 

(2)从证明过程可以发现指数�一般比较小，且

0 β α< < 。 

2．基础知识 

本节给出无穷规范Laplace方程定义和一些结论。 

2.1．规范无穷Laplace方程 

我们首先介绍规范无穷Laplace方程的粘性解定义。 

定义2.1[17]设 ( )1u C∈ Ω ，对任意的 0x ∈Ω和任意的

检验函数 ( )2Cϕ ∈ Ω ，如果只要且 u ϕ− 在 0x 取得局部极

大(小)值，就有 

( ) ( ) ( )0 ,N x f xϕ∞−∆ ≥ ≤              (6) 
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那么则称 u在Ω中是方程 ( ) ( )Nu x f x∞−∆ = 的粘性下

(上)解。若 u在Ω中既是方程的粘性下解又是粘性上解，
则称 u在Ω中是方程的粘性解。 

陆和王证明了比较原理[17]，这是我们使用闸函数逼

近的理论依据。 

定理2.2假设 ( ),u v C∈ Ω 分别是 

( ) ( ) ( ) ( ), ,N Nu x f x u x f x∞ ∞−∆ ≤ −∆ ≥       (7) 

的粘性解，其中 f 是Ω上的连续函数且 ( )inf f xΩ > 0

或 ( )sup f xΩ < 0，则如果 

, ,u v x≤ ∈ ∂Ω                (8) 

那么 

, .u v x≤ ∈ Ω                 (9) 

2.2．正则性 

我们给出边界Lipschitz正则性和函数Hölder连续性的

定义。 

定义 2.3[21]设Ω ⊂ 	
是有界区域，当对任意的

P ∈ ∂Ω时，存在坐标 1 1( ,... ),n nx x x x−′ = 和原点 P及Ω中

定义的函数
1: nR Rφ − → ，使得 

(0) 0,| ( ) ( ) | | |,x y K x yφ φ φ′ ′ ′ ′= − ≤ −     (10) 

{ }
{ } { }

   | | ,| | ( 1)

( ) | | ,| | ( 1) ,

n

n n

x L x K L

x x x L x K Lφ

′Ω ∩ ≤ ≤ +

′ ′= > ∩ ≤ ≤ +
  (11) 

我们则称Ω边界为Lipschitz光滑，其中 K 是Lipschitz

常数。

 关于函数的Hölder连续，常用定义如下： 

定义2.4设 u是定义在区域Ω内的函数，令 0 1α< ≤ , 

如果 

( )
,

( ) ( )
[ ] sup

C
x y
x y

u x u y
u

x y
α αΩ

∈Ω
≠

−
=

−          (12) 

有界，则称函数 u在区域Ω中具有指数为�的Hölder

连续性，当 1α = 时，函数�是Lipschitz连续的。 

2.3．闸函数 

在本节中，我们根据规范无穷Laplace方程上解 (或下

解)的性质构造出有界的闸函数，后文将利用闸函数得到

方程粘性解在区域边界的正则性。下面介绍闸函数的构造

过程。 

简单计算可以知道 

( ) 0h x x x= −               (13) 

为规范无穷Laplace方程 ( ) 0Nu x∞−∆ = 的一个基本解。

首先构造闸函数 

( ) ( ) ( )
( ) ( ), ,r R

h x h r
h x

h R h r

−
=

−
          (14) 

其中 0 ,r R< < < ∞  则 

( ), ,

,

,

0 \

0,        ,

1,        .

r R R r

r R R

r R r

h x x B B

h x B

h x B

 < < 1, ∈


= ∈∂
 = ∈∂

      (15) 

引理 2.5[17]
2

0 0( ) | | | |u x a x x b x x d= − + − + 为方程

( ) 2Nu x a∞∆ = 的粘性解。 

记 ( )2
0( ) | | 1

2

F
x x xω = − − − ，则有以下结论； 

引理2.6 ( ) ( ) ( )1,1/4v x x bh x dω= + + 为非齐次规范无

穷Laplace方程 ( )N u x F
∞

−∆ = 的粘性解。 

3．Lipschitz区域边界的Cβ估计 

为了证明解在区域边界附近的Hölder估计，我们分为

以下三步： 

第一步：首先给出迭代所需的初步估计。不失一般性，

假设 0 , (0) 0,g(0) 0,| | 1 su 1,, pu u fΩ∈∂Ω = = <≤ 我们研究

解在点 0∈∂Ω附近的正则性。 

引理3.1假设 u是非齐次规范无穷Laplace方程 

1

( ) ( ), ,

 ( ) ( ),     .

N u x f x x

u x g x x B

∞−∆ = ∈ Ω


= ∈ ∂Ω ∩
     (16) 

的粘性解。在定理1.1的假设条件下，存在常数

0 1τ< < 依赖于 ,K n , 有 

1

1 1 1 18

sup ( sup sup ) sup sup ,  B
B B B B

u u u u C fτΩ
Ω ∂Ω ∂Ω Ω

≤ − + +∩
∩ ∩ ∩ ∩

 (17) 

成立。 

证明：不失一般性，假设 ∂Ω是沿�方向的Lipschitz边

界， K 是 Lipschitz常数， Ω 在 nx+
方向上，定义

( ) ( )0 1 0 10 0

4

1
(0, ,

2
0 ) \, ,

n
x R E B x B x

 
 = Ω


∈


= −



∩⋯  。 

构造闸函数如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
0 01

1
1,

4

( ) s ,up sup sup
E EB

u u r u rv h x xx ω ω ω
∩Ω

 
− − − + 

 
= + 

 
  (18) 

其中 ( )xω 满足引理2.6且
1

supBF fΩ= ∩ 。 

对任意 0 0x E∈ ,计算可知 
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( ) ,Nv x F f∞−∆ = ≥             (19) 

并且在边界上有 

( )

( )
1

0

1 0

1 0

4

,       ,

,   

( ) sup

(     ,) sup

B

E

v x

v x

u x B x

u x B x

∩Ω
=

=

∈ ∂

 ∈∂


         (20) 

即 

0,  .u v x E≤ ∈∂            (21) 

在区域 1/8B Ω∩ 应用比较定理2.2，我们有 

( ) ( ) 1/8, .u x v x x B≤ ∈ Ω∩         (22) 

也就是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1 1

0 0

0

1 1 1

0 1

1
1,

4

1 1
1, 1,

4 4

1 1
1, 1,

4 4

1
1,

4

      1

sup sup sup

sup su
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sup sup sup

sup up s

B

B B

B

E E

E

E

B B

B

u u r u r x

u u

u x h x

h x h x

h x h x

h x

r C f

u u C f

u

ω ω ω

ω

Ω

Ω Ω

Ω ∂Ω Ω

 
− − − +  
 

  
 ≤ + − −     

 
 ≤ + −
 
 

≤

 
≤ + 



−

 

+

+

∩

∩ ∩

∩ ∩ ∩

0

1 1

1 1 1

sup sup

sup sup s   .up sup

B B

B BE B

u u C f

u u u C fτ

∂Ω ∂Ω Ω

∂Ω ∂Ω Ω

 
+ +  

 

 
≤ − + +  

 

∩ ∩ ∩

∩ ∩ ∩

 (23) 

引理3.2在定理1.1的假设条件下，存在常数 0 1τ< < 依
赖于 ,K n ,有 

( )1 1
1 1 1

8

( ) .B L BB B B
Osc u Osc u Osc u Osc u C fτ ∞∩Ω ΩΩ ∂Ω ∂Ω

≤ − + +
∩∩ ∩ ∩  (24) 

证明：首先，从引理3.1我们得到 

1

1 1 1 18

sup ( sup sup ) sup sup ,B
B B B B

u u u u C fτΩ
Ω ∂Ω ∂Ω Ω

≤ − + +∩
∩ ∩ ∩ ∩

 (25) 

对函数 ( )u x− 应用上面引理，通过计算可以得到 

1
1 1 1 18

inf ( inf inf ) inf sup ,B
B B B B

u u u u C fτΩ Ω ∂Ω ∂Ω Ω
≥ − + −∩

∩ ∩ ∩ ∩
 (26) 

最后，将上述两个不等式(17)与(26)相减可以得到 

( )1 1
1 1 1

8

( ) ,B L BB B B
Osc u Osc u Osc u Osc u C fτ ∞Ω ΩΩ ∂Ω ∂Ω

≤ − + +∩ ∩∩ ∩ ∩  (27) 

引理得证。 

第二步：现在我们给出Hölder估计的主要迭代过程。

记

( )( ) ( )( )0 0

1 1
, ,

8
,

8 k kh h
L B

k
k

k Lk B
fh gh η ε∞ ∞Ω ∂Ω

 = = = = 
  ∩ ∩

，

具体如下述引理： 

引理3.3在定理1.1的假设条件下，若 [ ] ( ) 00
 

C
g α ≤ ε ，则

有 

( )(0) 1 1 1 12 2 ,
kh

B k k k kOsc u Cτ γ η∩Ω − − − −≤ − + +ε ε  (28) 

其中 k N+∈ ,常数C 依赖于 0 0, ,,K n ηε 。 

证明：利用数学归纳法。由 0 , (0) 0u∈∂Ω = 和

( ) 0 
hL B

g ∞ ∂Ω =
∩

ε ，可以得到 

( )
( )1

0 .
kh

L

k

B
hg

α
∞ ∂Ω

−≤
∩

ε          (29) 

当 0m = 时， u通过归一化可以得到 | | 1u ≤ ，引理得

证。 

当 1m = 时，由引理3.2可以得到 

( )
1

(0)

1 (0) 0 0 0

  ( )

: ( ) 2 2 .

hB

B

Osc u x

Osc u x Cγ τ η

Ω

Ω≤ = − + +

∩

∩ ε ε

   (30) 

令 0 0,ηε 充分小,使得 

( )
11 (0) 0 0 0( ) 2 2 1.BOsc u x Cγ τ ηΩ= − + + <∩ ε ε   (31) 

假设当 1m k= − 时不等式成立，现在证明当 m k= 时

不等式也成立。 

令 ɶ ( )1( ) ku x u h x−= 其中 1kh
x B −∈Ω∩ , 计算可得 

( ) 2 ( ).Nu rx r f rx∞ =−∆ ɶ             (32) 

由上式放缩可以得到： 

( ) ( ) ( )2 11 1 ,
kN k ku h x h hf x

−− −
∞−∆ =       (33) 

并且
Bh k

h
BOsc u Osc uΩ Ω=

∩ ∩
ɶ 。根据引理3.2，任意 hx B∈ ，

函数 uɶ有如下性质： 

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 1 1

1

1 1 1

1 1

2 1

( (0) )

(0) 0

1

0

1 1 1 1

( )

( )

 

( ) 2 2

( 2 ) ,2
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hk k kh h

B

k k
B B B

k

L B

B L

k

B L B

k k k k

Osc u x

Osc u x Osc g h x Osc g h x

C h f h x

Osc u x g g

C

τ

τ

τ γ η

∞

∞ ∞
− − −

Ω

− −
Ω ∂Ω ∂Ω

−

Ω

∩Ω Ω Ω

− −

−

− −

≤ − +

+

 ≤ − + 
 

−≤ + +

∩

∩ ∩ ∩

∩

∩ ∩

ɶ

ɶ

  

 (34) 

由
Bh k

k
BOsc u Osc uΩ Ω=

∩ ∩
ɶ ,可以得到 

( )(0) 1 1 1 1( ) 2 2 ,
kh

B k k k kOsc u x Cτ γ ηΩ − − − −≤ − + +∩ ε ε  (35) 

综上所述，引理得证。 
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第三步：在以上几个引理的基础上，我们可以证明规

范无穷Lpalace方程解的区域边界Cβ 估计，具体证明过程

如下： 

证明：不失一般性，假设 

[ ]
1

0 0( (0) ) (0)
0 , (0) (0) 0, || ,| ,|

L B C
u g f g αη∞ Ω∈ ∂Ω = = ≤ ≤

∩
ε  

否则构造函数 

{ }0 0

( ) ( )

( ) (0)
( ) min , .

nL R L

u x u
u x

u f
η

∞ ∞ Ω

−=
+

ɶ ε      (36) 

根据引理3.3，当 k充分大时，对任意的 (0)kh
x B∈ Ω∩ ，

有 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

2

1 1 2 1
0 0 0

2 2
0 0

2 1 1 1 2 1
0 0 0 0

21 1
0 0

1 1

1 1
0 0

1

   

2 2

2 2

2 2

2 (1 )

ˆ ˆ

[

]

ˆ

kh

kh

k
h

B

k k k
B

k k
B

k k k k

k k
k i k ik i i

i i

kk k

k

Osc u

Osc u h h Ch

Osc u h h

Ch h h Ch

h C h

C k C k

C k

α α

α α

α α

α

τ η

τ τ

η η

τ τ τ η

τ γ τ

τ

τ η γ

γ

−

−

∩Ω

− − −
Ω

− −
Ω

− − − −

− −− −

= =

− −

≤ − + +

≤ − +

+ − + +

≤ + − +

≤ + +

≤




∑ ∑

∩

∩

ε ε

ε ε

ε ε

ε

ε

.

k

kCγ≤


 
 



ɶ

 (37) 

其中 { }2ˆ max , , .h hαγ γ=  

于是有 

( ) ,
k

h

k k
BOsc u h

β
γΩ ≤ ≤∩
ɶ           (38) 

其中 n .ln / l hβ γ= ɶ  

对任意的 1/2(0)x B∈ ,存在常数 m ,使得对任意

( ) ( )10 \ 0m mh h
x B B +∈ ,有 

( ) ( )1( )
m

h

m m
Bu x Osc u C h Ch h C x

β β ββ− +
Ω≤ ≤ ≤ ⋅ ≤∩  (1) 

成立，因此 ( )u x 在0处是Hölder连续的。 

为书写方便，我们仅证明了在边界上某一点 ( )0x = 的

连续性，事实上以上估计对对边界上任意一点都成立。到

此定理证明完毕。 

4．结论 

本文研究了有界区域上非齐次规范无穷Laplace方程

解在边界上的正则性。我们首先通过构造合适的闸函数列

来逼近方程的解，然后利用迭代方法计算误差得到方程解

在边界上的Hölder估计。本文证明了当区域边界是

Lipschitz连续、右端非齐次项 ( ) ( ) ( )f x C x L∞∈ Ω∩ 且

( )inf f xΩ > 0、边界值 ( ) ( )g x Cα∈ ∂Ω 时，非齐次规范无

穷Laplace方程 ( ) ( )Nu x f x∞−∆ = 的粘性解在Lipschitz边界

上是Hölder连续的。 
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